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The phase point operator ∆(q, p) is a quantum counterpart of classical phase point (q, p). Its
discrete version was formulated for an odd number of lattice points by Cohendet et al. and even
case by Leonhardt. They both have symplectic covariance which is of fundamental importance in
quantum mechanics. But its explicit form of the projective representation of the symplectic group
which appears in the covariance relation is not yet known. We show in this paper the existence and
uniqueness of the representation and a method to construct it using the Euclidean algorithm.



















































渡辺大輔 ∗ 柴田喬之 ∗ 橋本貴明 ∗
Symplectic Covariance of Phase Point Operator on Discrete Space
Daisuke WATANABE∗ , Takayuki SHIBATA∗ , and Takaaki HASHIMOTO∗
(R ceived February 3, 2017)
The phase point operator ∆(q, p) is a quantum counterpart of classical phase point (q, p). Its
discr te version was formulated for an odd number of lattice points by Cohendet et al. and ven
case by Leonhardt. They bot have symple ti covariance which is of fundamental importance in
quantu mechanics. Bu its explicit form of the projective repr sentation of the symple tic group
which appears in the covariance relation is not yet known. We show in this aper th existence and
uniqu ness of the repr sentation and a method to construc it using the Euclidean algorithm.


















































29福井大学 大学院工学研究科 研究報告 第65巻2017年3月




おいて U(h+), U(h−) を必要条件から求めるが，7 章
で定義したシンプレクティック変換の群では射影表現
を満足していないことが分かった．そこで改めて仮想




















W(q, p)dp = |ψ(q)|2 (2)∫ ∞
−∞











W(q, p) = 1
2πℏ


































dp∆(q, p) = |q⟩⟨q| (8)∫ ∞
−∞
dq∆(q, p) = |p⟩⟨p| (9)
を満たす．位相点作用素を考える利点として，量子化
の対象を拡大できることが挙げられる．





















×φ(k − 2m) (10)






















|k − 1⟩⟨k| (13)
これらQ,P には交換関係として次式のような関係が導
かれる．
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合 (µ, ν) が整数の位相空間，D = N で構成され，
I = {−N−12 ,−N−32 , · · · , N−32 , N−12 } の範囲で和をと
る．偶数次元の場合には，(µ, ν)が整数とその間に半
整数を入れた位相空間，D = 2N で構成され，I ′ =































シフト演算子，反転演算子のインデキシングを I ′′ =
{0, 1, · · · , N − 1}とすると，式 (29)は
∆Lm,n = ω
















































の一部である回転 Rθ に対応する特定の U(Rθ)
• 奇数次元の離散空間上において，シフト演算子
と位相演算子を，ap, aq を位相因子として P ⇒
UPU† = apPκQλ，Q ⇒ UQU† = aqPµQν と変




7.1 離散空間上のシンプレクティック変換 S の定義
連続との類推から ZN×ZN の離散空間上においてシ









シンプレクティック変換の群 SpN は，2 つの元
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N − 1 0
)
∈SpN (42)
ht は h−N−1 を h+ で挟んだ形で表せる．
h+h
N−1
− h+ = ht (43)
したがって，ht∈Sp′N でもある．
S に ht をかけて，
ht · S =
(
c d
N − a N − b
)
(44)
S · ht =
(
N − b a




行っている．式 (44)，(45)を Euclidアルゴリズム 2と
する．
Euclidアルゴリズム 1，2を任意シンプレクティック












U(S′)U(S)∆m,nU†(S)U†(S′) = ∆S′S(m,n) (47)
と変形できる．ここで，シンプレクティック群の性質か
ら, S′S = S”とすると，
U(S”)∆m,nU
†(S”) = ∆S”(m,n) (48)
に変形できる．全ての位相点作用素に対して可換なも
のは単位行列の位相因子倍であることを利用して，
U(S · S′) = eiθU(S)U(S′) (49)
となり，U(S)が射影表現であることを示している．た
だし，U(S)はユニタリ性 (UU† = 1)を満たしている．
8.2 射影表現の一意性
任意のシンプレクティック変換 S は Euclidアルゴリ




























である．ここで，式 (35)に両辺左から U †(S)，右から
U(S)をかけると，
U †(S)∆m,nU(S) = ∆S−1(m,n) (53)
となるはずである．このことから ∆m,n に左から

















9. 奇数次元の離散空間上における U(h+), U(h−)
9.1 U(h+), U(h−)の具体的な導出と一般の奇数次元
での予想
式 (35)に両辺右からU(S)をかけ，S = h±とすると，
U(h±)∆Cm,n = ∆Ch±(m,n)U(h±) (56)
となり，前述で求めた位相点作用素を用いて式 (56)を
満足する U(h+), U(h−)を求める．最後に，ユニタリ
性を用いて U(h+), U(h−) を決定する．実際に N =
33


























|i⟩ω 12 i(i+N)⟨i|　 (60)
と予想する．
9.2 シンプレクティック共変性の確認























































































4) = U(e) (66)
となり，U(h+)の射影表現が少なくとも1つ確認できた．
N = 2での U(h+), U(h−)から一般の偶数次元の形
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と予想する．ここで I ′′ = {0, 1, · · · , N − 1}である．
10.4 シンプレクティック共変性の確認
次に奇数次元と同様に予想した U(h+), U(h−) が


















= ∆Lm,m+n = ∆
L
h−(m,n) (70)
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